VYBRANE PARTIE
Z MATEMATIKY

Tomas Mikulenka

brezen 2012

* L ]
** ** ﬁ..
. * * . .
evropsky ey ‘|\_

SOCIa|nL . MINISTERSTVO SKOLSTVI, OP Vzdélavani
fondv CR EVROPSKA UNIE MLADEZE A TELOVYCHOVY pro konkurenceschopnost

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Tento vyukovy material vznikl jako soucast grantového projektu Gymnazia Kroméfiz
s nazvem Beznakladové ICT pro ucitele realizovaneho v letech 2009-2012. Projekt je
spolufinancovan z Evropského socialniho fondu a statniho rozpoctu Ceské republiky.



Obsah

Hodnost matice

Soustavy linearnich rovnic tipravami matic
Determinanty

Kvadratické rovnice a nerovnice

Rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou
Rovnice a nerovnice s neznamou pod odmocninou
Rovnice s parametrem

Reciproké rovnice

Exponencialni rovnice a nerovnice

Logaritmické rovnice a nerovnice

Limita funkce

Uziti limit — vypocet asymptot

Derivovani zakladnich elementarnich funkei
Derivovani goniometrickych funkei

Derivovani exponencialnich a logaritmickych funkci
Derivovani cyklometrickych funkci

Derivovani hyperbolickych funkei

Logaritmické derivovani

Priabéh funkce

Vyuziti derivaci ve fyzice

Ulohy z kinematiky

© N ot W

11
12
13
14
15
16
17
19
20
21
22
23
24
25
27
30
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Hodnost matice

Hodnost matice je ¢islo, které udava maximélni pocet jejich linearné nezavislych
radku (sloupct).

Ma-li matice M hodnost h, piseme h(M) = h.

Urcovani hodnosti matice podle uvedené definice je pracné, proto se pouziva jiny
zpusob — ekvivalentnich tprav na matici v tzv. schodovitém tvaru:

Rikame, ze matice A typu (m, n) ma schodovity tvar, pravé kdyz kazdy nenulovy
radek matice zacina vétsim poc¢tem nul nez radek predchazejici.

Priklad:
2 -1 1 2 3 6
0 -2 0 4 1 5
S = 0o 0 3 8 =3 -1
0O 0 0 0 =3 4
o 0 o0 o0 0 7

Ekvivalentni tipravy matice — hodnost matice se nezméni témito tipravami:
1. Zaména poradi radkt matice.
2. Libovolny radek matice se vynésobi nenulovym ¢islem.
3. K libovolnému radku matice se pricte linearni kombinace jinych radk.
4. Vyneché se nebo pripoji rfadek, ktery je linearni kombinaci jinych radki.

Hodnost matice se nezméni ani analogickymi tpravami se sloupci matice.

Piiklad 1: Uréete hodnost matice A.

2 -1 1 2 3 1 -2 0 -1 0
Al 1t 2 0 -1 0 N 2 -1 1 2 3 N
0 2 -1 0 -3 0 2 -1 0 -3
1 1 2 0 1 1 1 2 0
1 -2 0 -1 0 1 =2 0 -1 0
0 3 1 4 3 0 -1 2 -1 1
1l 0 2 -1 0 -3 ~ 0 2 -1 0 -3 ~
0 -1 2 -1 1 0 3 1 4 3
1 =2 0 -1 0 1 -2 0 -1 0
0 -1 2 —1 1 0 -1 2 —1 1
“1 o o 3 —2 -1 ~ 0 0 3 -2 -1
0o 0 7 1 6 0 0 0 17 25

Zavér: Hodnost matice h(A) = 4 (vysledkem jsou 4 linearné nezévislé radky).
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Priklad 2: Urcéete hodnost matice B.

9 —14 28 7 1 -4 6 1 1 -4 6 1
7 5 3 4 7 5 3 4 0 33 —39 —3
1 -4 6 1|79 —14 28 71710 22 —26 -2
3 -1 5 2 3 -1 5 2 0 11 —13 —1

Vynechanim 2. i 3. fadku (kazdy je nasobkem 4. fadku) ziskdme matici

1 -4 6 1
0 11 —-13 -1

o dvou linearné nezavislych rfadcich. Zavér: Hodnost matice h(B) = 2.

Ulohy — hodnost matice

1. Bez vypoctu urcete hodnost matic:
1
3 3 2 1
a=(17) m=(Ve) e
3
2. Urcete hodnost matic:
2 1
1 11 2 -1 3
A_<2 2 ())’ B_<4 -2 5)’ =112

3. Urcete hodnost matic:

I

[\
W N =
W N =

1 -4 2 0 L—2os

5 3 1 s 5 1 1 =2

K = , L=|-2-7 8 14
3 -7 15

0 1 -1 1 4 3 -2 —6

-3 =5 4 7

4. Ctvercova matice A,, se nazyva regularni, jestlize hodnost h(A,) = n.
Neni-li ¢tvercova matice A, regularni, nazyva se singularni. Urcete,
které z nasledujicich matic jsou regulérni a které singulérni.

4 3 2

A“(?-i)? B=|1-1-2

3 4 4

L1 1032
c=|101]|, D=

011 03 1 2

3210
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Soustavy linearnich rovnic Gpravami matic
V soustavé m linearnich rovnic o n neznamych (1, xs, ..., x,):

a11xry + a1 + ...+ apr, = bl
211 + Qoo + ...+ QopT, = bQ

Am1T1 + ApmaZ2 + ... + QppTn = bm
predstavuji a;;, KOEFICIENTY a ¢&isla by, bo, ..., b,, ABSOLUTNI CLENY soustavy.

U kazdé soustavy rozlisujeme dvé matice: MATICI SOUSTAVY A, kterd je typu
(m, n), a ROZSIRENOU MATICI SOUSTAVY B, ktera je typu (m, n+ 1):

ayj; a2 ... Qin a1 a2 ... Qi by

921 929 Ce QAon, 921 929 Ce Qo bg
A= . . . . ) B =

Ami Qma -+ Gmn Ami Qma -+ Qmn | bn

Véta — resitelnost soustavy linearnich rovnic

1. h(A) < h(B) = soustava nema feSeni.

2. h(A) = h(B) =n = soustava ma pravé jedno feseni.
3. h(A) = h(B) <n = Joo feSeni — nékteré neznamé volime (parametry).

Piiklad 1: Reéte soustavu rovnic:

20 +3y — =z =1
TH+2y—32+2w = 2
3r+4y+2z—-2w = 3
-+ y— z+ w = 4

Sestavime rozsifenou matici soustavy a prevedeme ji do schodovitého tvaru:

2 3 -1 011 11 -1 1] 4
1 2 -3 2|2 03 -4 3| 6
3 4 2-2/3 ~ 07 -1 1] 15|~
11 -1 1| 4 05 -3 2| 9
11 -1 11 4 11 -1 1| 4
03 -4 3|6 03 -4 3| 6
“1 00 25-18] 3 ~ 00 25 18| 3
00 11 -9 |[-3 00 0 27108
4. fadek: w:%—él 2. fadek: y = 3(6 — 3w + 42) = 2;
3.fadek: z = 5-(34+ 18w) = 2 =3; l.fadeki e =—-(4—-w+z—y)=-1
R

eSeni: [z, y,z,w] =[-1,2,3,4]
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Ulohy — soustavy rovnic

Reste nasledujici soustavy linearnich rovnic:

1. r+y= 4 r=8—t T—y=
y+z= 8 | y=—-4+t z—y =10
z4+u=12 z2=12—t z—Uu= nema
u+xr= 8 | u=t u—x= 4 FeSeni

3. r1+ 20,4+ 3x3+4ry = 7 1= 2
21+ To+ 223+ 314 ro= 1
3r1 + 2x9 + x3+ 224 r3= b
4r1 4+ 3x9 4+ 223+ x4 = 18 Ty = —3

4. T+ 215 — 3r3+ dry = 1 r1= b—17a+293
Ty + 3wy — 1323 + 2224 = -1 T9 = -2+ 10a — 178
3x1 + 9529+ 13— 214 = T3 = «
201 + 319+ 4dxz —Txy = 4 4= f

5. Ty — 209 +3r3+224 = -3
3x1+ o — 3z, = 8
—21+ 39— 223 — x4 = 10 nema
201 — 4dxy + 623 + 4y = 3 fesen{

6. p+2q+3r = 14 p=1
q+2r+3s = 17 =2
r+2s+3t = 12 r=3
s+2t+3p s=3
t+2p4+3¢ = t=1

7. 3r1 + 8xy — x3 + x5 = 2 r1= 1
511 + 919 + 223 + D1y = 4 zo= 0
211 + 519 + 4dxy + 225 2 r3= 7
dry 4+ 929 — 223 + 224 + 325 = 2 T4 = —3
r1+ 32+ x3+314+ T = 5 5= 6
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Determinanty

DETERMINANT je ¢islo, které lze podle ur¢itych pravidel prifadit ¢tvercové matici A fadu n.
Formélné jej znac¢ime svislymi zavorkami:

11 Q12 ... Qi1
dot A — ’A‘ _ CL‘21 Aoo ... QA2pn
Gp1 Qp2 ... Gpp
Determinant 2. stupné: |A| = S apy - G — Q12 * G21
21 Q22
4

napr.

‘:2-7—4-6:14—24:—10

D
-3

Determinant 3. stupné:

aix G2 013
Al = a11 Q22 A33 1 12 A23 @31 + Q13 A21 A32 +
| | = | Q21 Q22 dA23 =

— Q13 Q22 @31 — A12 A21 33 — Q11 A23 A32
31 dzz2 G33

=2.(=2)-44+1-(-3)-349-1-5—-2-(=3)-5—1-1-4—9-(=2)-3 =100

W == N

1
—9 _
5

= w ©

Determinanty od 4. stupné vyse se pocitaji rozvojem podle prvka nékterého fadku/sloupce:

_i 2 g_g 2 9 3 -4 9 3
= (=D 1. =7 =2 9|+ (=28 -1 =2 9 |+
Lerez 7-1 0 5-1 0
5 7 -1 0
-4 2 3 -4 2 9
+(=DM3 4 =1 =7 9 |+ (=) (=6)-|-1 =7 =2 | =
5 7 0 5 7 —1
=1-648—-8-402+4+4-426+6-146 =12
Ulohy — vypoététe determinanty:
5 8 3 12 -1 S oo
|Al=]-1 6 4 |IB|=| 3 0 —4 |IC'| =
7 1 2 5 6 1 o 018
7T 4 2 4

Regeni: [A| = 151, |B|=-40, |C|=200
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Vyuziti determinantti — soustavy linedrnich rovnic

Cramerovo pravidlo

Necht A je matice systému n linedrnich rovnic o n neznamych:

a11r] + a1229 + ...+ AT, = bl
a211 + 292 4+ ...+ aA9n Ty — bg (1)
An1T1 + ApaTs + ... + G, = by,

Necht A, je determinant matice, ktera vznikne z matice A nahrazenim k-tého
sloupce sloupcem absolutnich ¢lent. Pak plati:

A
1. Systém (1) méa pravé jedno feSeni < |A| # 0 a zp = ||Ak||’ k=1,...,n

2. Jestlize |A| = 0, pak systém (1) ma bud oo feSeni nebo zadné feseni.

Priklady — feSte soustavu rovnic:

1. 31‘1 — 21’2 +3I’3 = 7
4ry — 3x9 + 423 = 8
21131 —45172 + 71‘3 = 4
3 =2 3 7T -2 3
Al=|4 -3 4|=-5 Al =|8 =3 4 |=-15
2 -4 7 4 —4 7
3 7 3 3 -2 7
As| =4 8 4|=-20 |As] =4 -3 8|=-10
2 47 2 -4 4
—15 —20 —10
K I 1 : = — = 3 = — = 4 = — = 2
ofeny rovnice: = , o = , I3 =
2. 71‘1 - 5.172 +2[L’3 = 41
4[L’1 — 21’2 - 4l‘3 = 20
31‘1 +9:172 +6(l?3 = 9
[Reéeni: x1 =05, ro=—1, 13 = %
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Kvadratické rovnice a nerovnice

A. V mnoziné R reste rovnice: B. V mnoziné R reSte nerovnice:
L 2(z—vV3)—V3(x—1)—(5+v3) =0 8. 22 —2x —15>0
2. 22— V2r+1r—-v2=0 9. 1622 4+8x+1>0
3. %(Qx—l)z—[%(aﬁLl)]z = 3[(%)2—(%)2] 10. (z+16)(z +4) > (2 + 5)2
1 1 9 5 45
4. — = i e
x—1+x—|—1 i 11.4x—|—2:1: 50 >0
5.x+\/§_ T o 12. 2 +3 < —
T x+2 z+1
1 1
6 10 6
6. + = 13'x—1_a:+1>1
r—1 2x+2 x-—2
2r — 3 1 2 z—3 r—2
7. = — 14. 2 — >
2+l 22—z+1 (z+1)? r—2  x—1

C. Slovni dlohy

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Ze stanice mé byt vypraveno 11 vlakt, z nichz kazdy ma po 35 vagonech. Aby se usetfilo
nékolik lokomotiv, zmensi se pocet vlak tim, Ze ke kazdému vlaku bude pridano tolikrat
po péti vagonech, kolik lokomotiv bude usetfeno. Tak budou vypraveny vSechny vagony.
Kolik lokomotiv bude uvolnéno k provedeni tdrzby? E
Obrézek znazoriiuje prifez kominem. Obsah vnitiniho obdélniku je pétkrat | [3m

mensi nez obsah vnéjsiho obdélniku. Urcete sitku zdiva oznacCenou z. 4m

Kupec koupil koné a po néjakém case ho prodal za 24 pistoli. Pfitom ztratil tolik
procent, kolik pistoli jej kan stél. Za kolik pistoli koné koupil? (Bézoutova tuloha, 18.
stoleti)

Urcete v8echna dvojciferné prirozena ¢isla, ktera maji tu vlastnost, ze ¢islice na misté
jednotek je o 2 mensi nez ¢islice na misté desitek a pritom soucin tohoto ¢isla a souctu
jeho ¢islic je prirozené ¢islo mensi nez 1024.

Aby byla zajisténa nédvaznost na nékolik dalsich spoji, je tieba, aby rychlik zvysil svou
prumeérnou rychlost o 9%“, nebot tak ujede svou trat 180 km o 40 minut diive nez pfi
puvodni rychlosti. Za jak dlouho projel rychlik trat ptvodni rychlosti?

Trida na brigdd€ byla rozdélena na dvé skupiny. Prvni skupina nasbirala za den 2604 kg
brambor, druhé, v niz bylo o 4 zaky vice, 3456 kg. Vykon druhé skupiny byl o 6 kg na
zéka vétsi. Urcete pocet zakua ve tride.

Po kruznici se v opa¢nych smérech pohybuji dvé télesa: jedno rovnomérné rychlosti v,
druhé rovnomérné zrychlené se zrychlenim a. V okamziku %, se obé télesa nachézela
v témze bodé A a rychlost druhého télesa byla rovna nule. Za jakou dobu dojde
k prvnimu setkani, kdyz ke druhému setkani dojde opét v bodé A?

Refeni: 1. {V3£2v2} 2. {-1;v2} 3. {21} 4. {£3} 5. {£1} 6. {};4} 7. {-1;2} 8. (—c0,-3)U
(5,00) 9. R—{—-1} 10. (—v/13;V/13) 11. (—00, —20)U(2,00) 12. (—o0, ~2)U(-2,—1) 13. (—v/13,~1)U
(1,4/3) 14. (1,%> U (2,00) 15. 4 lokomotivy 16. 2,13 m 17. 40 nebo 60 pistoli 18. 20, 31, 42, 53, 64,
75 19. 4h 20. 32 zéki (252 neodpovida realné situaci) 21. (v/5—1)2

9
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Rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou

A. V mnoziné R teste rovnice: D. Reste v R; x — nezndma, k — parametr:
Lle=2|+|z—3|+|2z -8 =3 19. |z — 2| = ka
2. 2z 4+ 1=z —1|+2 20. |z + 3| < kx
o lx=2|+r—1=2-3
4 4 ‘x + \/5’ _9 ‘x _ \/5‘ — E. V mnoziné R fesSte rovnice:
5. 2¢ = 3| —|z+ 1| =5-(x — 2) 21. 22+ 6|z —7=0
D wox . r+3
B. V mnoziné R resSte rovnice: 23. ' —r 47
xr—3
7. |CL’+19|:|$—11| |{E’+3
24. =3
8. 2|z 5=z |z| — 3
9. |z —=3|l=1—x
10. 224+ 3| =4—=z F. V mnoziné R feSte nerovnice:
2 _ 2

12. [z +3| =20 -7
o+ 3] =20 26. 22 + 10 > |22 — 16|

C. V mnoziné R feste nerovnice: 27. 22 = 3lz+ 1| — 2 <0

13. |3z +2| >5 28. 22+ 3z +2| <2z +4
14. 22— 4|+ |32 +6| — |5z —2| < 8—4x

15. |z —=1|+|2—2z| >3+x

13 = 52|

16. > 6
r— 2
2
17. T ‘>3
z—1
9
18, —mM8M— > |z —2
T-5 =322

[C][9V]

Resent: 1. (3,4) 2. {-4,2} 3. 0 4. {-2v2,=22} 5. {3} 6. {-1,4}} 7. {4} 8. {12,10}
9. 0 10. {-7,1} 11. {#v2} 12. {10} 18. (=00, ~)U(~1,00) 14. (~00,0) 15. (~00,0)U
(6,00) 16. (2,9) 17. (},1)u(1,3) 18. (~1;2)U (85 3\/§> 21. {1} 22. {-2,—1, =317}
23. {*%ﬁﬁ?’#jﬁ} 24. {16} 25. <—— ——> < > 6. (—oo,—\/§)u(\/§,oo)
27. <2—ﬁ,2+\ﬁ> 28. (—2,1)

10
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Rovnice a nerovnice s neznamou pod odmocninou

A. V mnoziné R FeSte rovnice: C. V mnoziné R feSte nerovnice:
! —7 15-8
Ve \/_O 16. V22 —6 > 5-4/10
2. 2+ V10 +2? = N 17.2— V1 — 22> 4 —a?
3. x+vVr2—-9=21 .
D. Reste v R soustavy:
4 (42 — Br ¥ 5=20+1
x y 3
5. /52 — 3v/52 + 6 = 21/10 18. \/;_ \/;— 3
6. V2o +5++/x—1=28 r+zry+y=9
T VI+o+22+V1—ac+22=4 19 \/y+1_2\/x—y:
r—1 r+1 T —y y+1
5. T+ 1+175 x—1 r+ay+ty =7
10. V22 4+6 — Va2 —6 = 93\/5 v
Ty -

B. Reste v R pomoci vhodné substituce:

1. V2t 4+ V22 -2=0
12. Va2 + 4z + Va?+ 4z + 16 = /2(a? +42) + 16

13. \Jx —2+v22-5 =7V2 —\/x+2+3\/2x—5

x? + 8x
14. + v =
r+1 \/x—l—l

Refeni: 1. {4} 2. {410} 3. {2} 4. {-1} 5. {2} 6. {10} 7. {j:% . {3} 9. 0 10. {V6} 11.

{~1;1} 12. {—4;0} 13. {15} 14. {1} 15. (1,00) 16. (—o0,16)U(16,00) 17 < 1, V15

4

Ju(-1)

18. {[4;1],[-9;—9]} 19. {[- 1], [-14++/10, -1+ £/10], [-1-v/10, —1—£/10] } 20. {[26;10]}

11
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Rovnice s parametrem

Poznamka: V néasledujicich alohach predstavuje x neznamou, dalsi pismena realné parametry.

A. V mnoziné R teSte rovnice: B. V mnoziné R reste soustavy rovnic:
1. 2p—1)z—6=pz 7. axr —ay =9
-2 x+2
or — 2
3. 7 —9 =p+4 8. x—4day=1
4p—33 r—2  dp 2ar — 2y =1
"p—2 p+2 p*-4
t 2
5. = 9. = a?
r+3t r+4+u oty a3
6 a($+2)_3<x_1)_1 rT+ay=a
' r+1 B
10. V rovnici 322 — 92 + ¢ = 0 je jeden koien 37. Urcete parametr ¢ a druhy kofen.
oo o . 2 . L
11. V rovnici 3z° + bx + 13 = 0 je jeden kofen ~5) Urcete parametr b a druhy kofen.
12. Je dana kvadraticka rovnice 22 4 100z — 96 = 0. Jeji riizné kofeny oznacme 7, s. Zapiste
vSechny kvadratické rovnice s kotfeny R, S, které splhuji tuto podminku:
1 1
a) R=—, S=-
r s
b) R=3r, S=3s
c) R=—-r, S=—s
13. Rovnice 22 — x - cos a + cos 2a = 0 ma koifeny r, s. Vyjadiete vyraz A = QL
r2+rs+ s
pomoci goniometrickych funkci realného parametru a.
14. Je dana rovnice 222 4+ by/3z + b+ 2 = 0, kde b je realny parametr, z je neznama.

a) Pro ktera b mé rovnice nejvyse jeden kofen?

b) Pro kterda b ma rovnice dvojnasobny koten?

)
¢) Pro ktera b ma rovnice dva kladné kofeny?
d) Pro kterd b ma rovnice dva zéporné kotreny?

12
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Reciproké rovnice

A. V mnoziné C reste reciproké rovnice sudého stupné:

—_

10.

62t — 5x® — 3822 —H5x +6 =0

204 + 323 + 522 +3x+2=0

8zt — 54x® + 10122 — 54 +8 =0

rt—622+1=0

625 + 232° — 221 — 5423 — 222 + 232 +6 =0

122% + 282° — 212t — 742 — 212% + 282 + 12 =0

228 — 1127 + 272°% — 432° + 502t — 432% + 2722 — 11z +2 =0
525 + 2625 + 5t — 5a? — 262 — 5 =0

2028 4 192° — 4222* + 4222% — 192 — 20 = 0

28 — T + 928 — 7P + 723 — 922+ T2 —2=0

B. V mnoziné C resSte reciproké rovnice lichého stupné:

11.
12.
13.
14.
15.
16.

4o + 122 + 1123 + 1122 + 122 +4 =0

20° — ot — 423 — 42 — 2+ 2=0

625 4+ 2t — 4323 — 4322 + 2+ 6 =0

85 — 222* — 5523 + 5522 + 222 — 8 = 0

102" — 3725 — 732° + 462* — 462% + 7322 + 372 — 10 =0

207 — 925 + 1825 — 252 4+ 2523 — 1822+ 92 — 2 =0

Reseni - cast A 1. {~2-4;3;3) 2. {400 -1/Iid 3 (Liohia) 4 {2v2+154v2 -1}

5. {-3i-5-2-511} 6 {-L-LE%-2-3} 7. {F L Ly i G} 8 {Ehd-L-5)
9. {+1;-5,— 5,4,4} 10. {+1; 43205 4 & i}

gast B: 11 {~1;-4;-2; 3051 ] 1. {1540, =080} 13, {—1-5-253) 140 {-F -2 44}
15. {1;4i;—1;— ,5,5} 16. {1 +is 112; 1i\/31}

13
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Exponencialni rovnice a nerovnice

A. V mnoziné R reSte exponencialni B. V mnoziné Q reste exponenciilni
rovnice a nerovnice: rovnice:
1. 29}2—650—2,5 — 16\/§ g (9)236 (125>xl B 10g8
“\25 27 ~ log32

v+l . ove+l

2.4 = 64-2 2z+3 | gr+2 99[:—2
9. —— =
5 ﬁ . 67*1 . 8:1371 3
3. <1 — ) = 2,257
9 10. 9= — 233+0,5 — 2a:+3,5 _ 3217—1

4\/x 2V
4.3V 4.3V = -3 11. 347 497 .33 = 6. 47+ — (5. 9=+
5. 3%.27%%3 < 813¢—5 12, 3*—1 +3z—2+3$—3 — 13
6. 0,25%7% > 256.27%73 13. ®RYg8+« — /128

4 9 3e-T/Qr—3 _— *1/3/93s—1
7. (0,75)"L - \[ < — 4. "ve V2
3 16

C. Reste soustavy exponencialnich rovnic:
15. 82=+1 = 32.2%-1 17 *Yr+y = 2-V3

5.5V = /25%+1 (x+y)-2v7* = 3
16. 642% + 64% = 12 18. V/4* = 32. /8

647t —4.4/2 = 0 V3E = 3.9l

Regenf

1 {-1,7} 2. {35} 8. {-0,25} 4. {0;1} 5. (},00) 6. (3,00) 7. (%=

8. {-2} 9. {1} 10. {3} 11. {3} 12. {3} 13. {34} 14. {3} 15. [&, %] 16.
3.5], (53] 17 [7;5] 18. [-2;4], |3, 4]
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Logaritmické rovnice a nerovnice

A. V mnoziné R reSte logaritmické B. V mnoziné R feste logaritmické
rovnice a nerovnice: rovnice:

1. log (z +3) —log (xz — 3) = log(z+9) 8. 1+log,z® = 10 (log, z)~*

2. Valeve = 10 9. gPt2losr = 100 - z>tloe”
3. log,z +log, 'z = 2 10. logxa%—logmzlI (22 -y/a) = 4
4. (2z + 1)los=+D)=3 < 01 " 1 9

5—log2x+ 1+ log,

5. log (22 +7) < 2log(z+7)
12. logy(9* 1 +7) = 2+ 1logy (3% +1)
6. 0,5-log (2z +10) > log(xz + 1) ? ?
log (Vo +1+1)
. — 5 _ 13. =3
7.2-log(x—1) < 0,5(logx®> —logx) log ¥z — 40
C. Reste soustavy logaritmickych rovnic:
14. logs x + 3°8s¥ = 7 16.  3%-2Y = 576
¥ = 52 logy(y — x) =2
15. logy(z +y) —logs(z —y) = 1 7. 2-log,2+3-log,2 =0
22—y = 2 -4y = 0
D. Upravte vyrazy obsahujici logaritmy:
log, x logy, log, a
18. Dokazte, ze plati: —*— =1+ log, b 19.  Zjednoduste vyraz a s

O8qp

20. Dokazte, Ze za predpokladt a®+ b*= c?,a > 0,0 > 0,¢ > 0,c —b# 1,c+ b # 1 plati:

log. . ,a+log._,a = 2-log, ,a-log, ,a

Regent

1. {25451 2. {100,001} 8. {4} 4. {495} 5. (~3,00) 6. (-1,3) T. (1,00) 8. {4, V7°}
3
2

[2;6] 17. [f’/ﬁ,g] 18. obé strany lze upravit na log, ab 19. log,a

15
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Limita funkce

Rikame, Ze funkce y = f(z) ma v bodé a € R (v ném# nemusi byt definovéna) limitu L € R,
pravé kdyz ke kazdému kladnému ¢islu e existuje takové kladné ¢islo 0, Ze pro vSechna x
z d-okoli bodu a lezi funkéni hodnoty f(z) v e-okoli bodu L.

Zapis  lim f(z)=L ¢teme:  limita f(z) pro z jdouci k a je rovna L.

Pozndmka: 0-okoli bodu a je otevieny interval (a — 6, a4+ ) neboli mnozina viech x € R, pro
ktera plati: x € (a — d,a + 0) resp. |z —a| < 9.

Limita funkce ve vlastnim bodé

Pri vypoctu nasledujicich limit upravime lomeny vyraz vhodnym rozsifenim nebo kracenim:

po V2ET V2 V2T V2 2+ 73— 2

= 11m
=0 x V2+z+v2 0 (V242 +V2)
1 1 V2

lim
x—0

VZta—-v2

1
l. = = =
x%\/2+x+\/§ V2+12 2v/2 4

24 7r — 44 —
1. i L -4 6. iy YOtr—2
=4 2 —6x + 8 T——2 z+ 2
9 — g2 —
2. lim——" 7. lm V22
r—3 3r — 3 $—>4\/F_8
1 2 2 _
3. lim( 5 - = > 8. lim — tdz—5
a=1\z4 -1 2% -1 25 /22 — 16 4 = + 2
1—+v1-—
4. limix 9. lim x? — a /ax

z—=0 x " oiSa \/ﬁ —a
5. lim 3Vr =2 - 2Vr 05 10. 1 (1+32)* — (1+4z)3
T4 22 — 16 - lim p

Vysledky 1. ¥ 2. —12 3.1 4.1 5 32 .

1 1
: Loz. L 8.9 9.3 10.6
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Vypocet limity funkce s vyuzitim substituce

ZL’:t6 3
Y — 1 6 —1 2 —1 t—1)(t+1
z—1 /o —1 P t—1 /16 — 1 =113 — 1 =1 (t—1)(t2+t+1)
(t+1) 1+1 2

SR rtr1)  1+141 3

Limita funkce v nevlastnim bodé

P1i vypoctu téchto limit délime pfed provedenim limitniho procesu citatele i jmenovatele
lomené funkce nejvyssi mocninou proménné x:

-~ L+a—3z" . l+ao—32° 5 . stm-3 _04+0-3 _ 1
=00 | 4 2 4 323 a=o0 1 422 + 323 % a=o0 L4143 04+0+3

U funkei se sou¢tem (rozdilem) odmocnin nejprve vyraz vhodné upravime:

1/‘1/4 +.L2 a:—)oo1/x4+1+x2
-2

:lim—-m—:hm— 0 =0

z—00 \/oph + 1 4+ 22 xr—2 00 /1_‘_374_*_1 1/1_i_0_|_1

Jim (Va1 =) = Jiy (VAT - ?) - YLy ST
1

1. G VEEme =1 17, lim (Va? + 32 — )
x—0 T
. Xz )
12 m 18. Jim (Va2 V&)
3
13. lim (—— — 2 19. lim (2 —vVa?—z+1)
Z—00 1'2+1 T—00
14, fm S L 20. i (VIZTE 1 V7 1)
z—)oo2x2_|_1
22+ 21 ) < )
—_— .1 _
15w e tm (@ +a)a+b)—a
. :L‘3 ;172 ) .
16. :}Lrglo<2x2_1—2x+1> 22. xh_{go(\/l_x?)_kx)

Vysledky 11.
16.

csubst.: 14+ma =13 12. 2:subst.: 1 +2z=1¢* 13. 0 14. 1 15. 0

2
17. 3 18.0 19. ; 20. 1 21. =2 22. 0

m
3
1 1
4 2 2
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Uziti limit — vypocet asymptot

Asymptota bez smérnice

Jestlize }313} f(z) = +oo, pak pfimka z =a je jeji asymptotou bez smérnice. Tyto

pifmky jsou rovnobézné s osou y a prochazeji takovymi body, v nichZ funkce neni definovana.

Asymptota se smérnici

Piimka y = kx + g je asymptotou se smérnici grafu funkce y = f(z), pravé kdyz existuji
limity

k= lim f(l‘), g= lim [f(x)—kz] resp. k= lim M, g= lim [f(x)— kx|

r—+o0o T—r—+00 r——00 1 T——00

Priklad

Urcete asymptoty ke grafu funkce y =

2 —x 2

a) D(f) {1} = lm ———Fr=g=00
Asymptotou bez smérnice je pfimka r = —1.
2— —1 1-1
b) lim —— = lim =~ = lim — &£ =1=Fk
|2 - . r—x—a*—-2 | 2z =2
lim —z| = lim = lim =lim —5 =-2=¢q

Asymptotou se smérnici je ptimka y = x — 2.

Ulohy — urcete asymptoty ke grafiim nésledujicich funkei:

2x 2\?
22— 1 x
21 3
2 :l' X 4 o
Y= o A
Vysledk 1 1 1 2 1 1 1 3 0 1
cr=-l,z=1lLy=r 2. 0x=——2 =2, y= r=0,y=
y y Yy ﬂ \/5 Yy 9 )

4. z=—-1, z=1, y=—x

18
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Derivovani zakladnich elementarnich funkci

Urcete prvni derivaci explicitné zadanych funkci

5 4 2 2
1. y:?$7—5$5+§$3—5$—2 10. y:]__il:rg
20
2. y="2"% _ VT
_ V2
3. y—(ﬂ—l)x 2+l 12, 4= x
(1—2)2-(1+42)

8
4. y= S 8.y
4 13x v 13. y= (522 —2)1°

5. y—12Vz VB VT L
(71;2 - — 4+ 6)

14, -
6. y:4x\3/x\/§ 5
15. y=— (8 —3x)

. 5 33
| w \F 16. y=————

L B g g
8 v=0:"3a

v v 17. y=2- Va2 +1
9. y— o 08 ,

y—% Yz 18. y=22-\/1+

Geometrické ulohy

19. Pod jakym thlem se protina parabola y = 2% s piimkou 3z —y — 2 = 0?

20. Ve kterém bodé je teéna paraboly y = 22 a) rovnob&zna s pifmkou y = 4z — 5;
b) kolmé k pfimce 2z — 6y + 5 = 0; ¢) svira s piimkou 3z — y + 1 = 0 thel 45°7

Vysledky

1. 528 —4294222—5 2. 24.27016 3, 2V2 4, 2227 5. 23 V2!l 6. o= 7 97— g —gho -
b= 8 £ 2(\} Lf) 10. 240 11, 2f(1f+1)2 12, g o 13, 100 (522 - 2)°
14, 202074604 45 o/[R—32)5 16. 2;’“’1 = *;18))3 17. 254 18, 72(83@ 19. o) =

arctg } = 8°7'48"; p, =arctg f5 = 4°23'55” 20. a)[2;4] b) |-3:9] o) [~1;1], |1 15]

19
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Derivace goniometrickych funkci

Priklad — derivujte nasledujici funkce:  A) y = vz + sindx
)

2 1
B) :tgx+§tg3x+5tg5m

) 4+4-cosdr 2 (1+ cos4x) 1 = sin® 22 + cos? 2z
A) Yy = - = - = 2 2 -
24z + sin 4z Vix +sindx cosdr = cos® 2x — sin” 2z
_ 2(sin®2x + cos? 2z + cos? 2z —sin®2z) 4 cos? 2
B VAx + sindx Az +sindx
1 2 1 1 1 14 2tg?x +tgta
B) ¢ = Z.3tglx- —.5tgtx- = =
) cos? x + 3 &1 otz * 5 &1 otz cos?x
2
1+ te2z)? 1 — 1
= (1 te"v) = [1+tg’zs = :( 2) = = sec’x
cos? x cos? x cos? x cosb

Ulohy — urcete prvni derivace téchto funkei:

1. y=sin?2? 6. y=+v2xr —sin2z

Sinx — & cosx

2. y=sin* 1 7. y= :
Y= sz +cosw COST + X sInT
i of T P _ 2 \10
3. r=cos (4—2) 8. y—(l—i—tgaj)
3
4. y=3cotgw + cotg’x 9. y=2sin®/=
x
sin & sinx + cosx
5. y=—"— 10, - ST rome
cosx 2 -sin2x
Vysledky
1. 3z%sin22® 2. —sinda 3. $sin(f —¢) = Scosp 4. —3sin"*z 5. L1 6. \/gxsiﬁf%

9 . 03 3
T 20-sinx 3 c 2 3 3 sin°x—cos°x
7. (cos 2t 5in )2 8. Tot, 9. 34/% - sin \/; cos \/; 10. s

20
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Derivace exponencialnich a logaritmickych funkci

Priklad — derivujte nasledujici funkce:  A) y = %
e(l) e—(l?
1422
B =1
b=y,

A) y/ _ (ex + efx)(ex + efz) _ (ex _ efx)(ea: _ 671‘) _ (ex + efx)Z _ (ex _ efx)Z _

<€z +e—z>2 (ea: + 6—33)2
B 623: + 2 + e—2m _ (621 -9 + e—Qm) _ 4
- (e* 4 )2 (et )2
1—2x 1—2x 1—2:16 (1+2:L‘)(—2) _
1+ 2z 1+2z (1 —2z)2 B
_ 1 1—-2x 2- 1—2x+1+2x) _ 1-—2x 2 _ 2
T2 142 (1—2r)? T 142r (1—22)2  1—4a?

Ulohy - urcete prvni derivace téchto funkei:

1. y:i—i_e 7. y=log’a2?
— ex
/ 2
2 1-10° 8. y=y1+Inz
ST e 9. y=2yz—4-In(2
- Yy=2Vr—4-In(2+ V)
3. y=ems
Y 10. y:1n<x+Vx2—a2>
4. y=2-107"
Y 11 1l—Inz
5. y:cosx ] y_1+lnx
efE
eil'
6. y:<€ax_efaz)2 12. y:hlxz—l—l
Vysledky
1. (13‘:;)2 2. _(21'}911691};210 3. eﬁ-hllnﬁ;l 4. 100%(1 —2-In10) 5. —e *(sinz + cosx)
-10, 2$2 nx — z—1)2
6. 2a(e2" — ¢ 20v) 7, Gloata® g xm 9. 7z 10. —H— 11 gt 12 ]

21
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Derivace cyklometrickych funkci

1 — 2
Priklad — derivujte nasledujici funkce: ~ A) y = arcsin ?xQ
T
cos T
B = arctg ——————
)y =are gl—i—sinx
, 1 —2x(14+2%) — (1—2%) - 2z 1 —4x
A) y — . —_= . —
1 _ (1=22)? (14 22)2 1422242t —(1-22242%) (1 + 22)?
— (1+x2> (1_;,_332)2
_ 1+4a? —dz =2
V4 (1+a?)2 T 1 4a?
B) o — 1 —sinz(l +sinx) —cosx-cosx (1+ sinx)?
v 14 (1?55;;;)2 (14 sinx)? (1 +sinx)? +cos?x
—sinz —sin’z —cos’xz  —(sinz +sin’z +cos’x)  —(sinz+1) 1
(1+sinz)? 14 2sina +sinz +cos?x 2(1+sinz) 2
Ulohy — urcete prvni derivace téchto funkei:
1. y =12 arcsin(Inx) 6. y= larccotg 2
2 x
_ 3. 3
2. y=a" arctge 7. y=arccosv1— 2z + 2z — 422

3. =g arcsinxz + V1 — 22

x+1
8. Yy = arctg
r—1

1
4. y = arccotg (ln )
x

—1
9. y = arccos $4

x
9. y=arctg 1_ 22 10. y=¢"V1 — €2 + arcsine”
Vysledky
. 5 .
1. arcsin(lnz) + \/kllm 2. 322 arctga® + ffm(; 3. arcsinz 4. m 5. 11_$2
1 /2 -1 —V3 /
6. 24 7. z 4 8. T+a2 9. m 10. 2e*-v/1 — 62x

22
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Derivace hyperbolickych funkci

f(x) | sinhz = € "° | cosha = etre’ tgho = c-° cotghx = te
2 e* +e* et —e*
1 -1
f'(x) | (sinhz) =coshz | (coshz) =sinhz | (tghz)’ 5— | (cotghux) —
cosh sinh“x

vztahy| cosh’z —sinh?z =1  cosh 2z = cosh®z + sinh®z  sinh2z = 2-

sinh z - cosh x

Priklad — derivujte nasledujici funkce:  A)

=2-+y/coshx — 1
B) y =tghz + cotghz

2 .sinhz sinh? z cosh?z — 12
I = v/ cosh 1
Q-W coshz — 1 “coshx — 1 cosha =+

B 1 1 = cosh? z + sinh? B -1 B
cosh®z  sinh?z cosh?z -sinh’z  sinh®z-cosh’z

B —4 B —4 B —4

4 -sinh®z - cosh® z (2 - sinh z - cosh x)? sinh? 2z

Ulohy — uréete prvni derivace téchto funke:

1. y=2-sinhx — coshzx 5. y = arcsin(tghx)

1
2. y=sinh®z + cosh’z 6. y=In(coshx) +

2. cosh®z
coshzx T
3. y=1/1+sinh*4x 7. y= sinh2e In (COtgh 2>

4. y =z — cotghz 8. ,_ 4ittehe
1 —tghx
Vysledky 1. z-coshz 2. 2sinh2zx 3. 4-sinh4z 4. cotgh’z 5. ﬁ 6. tgh’x

—2 1
T s 8 sveowms—ais

23



Vybrané partie z matematiky www.gymkrom.cz/ict

Logaritmické derivovani

Funkce tvorené vyrazem, ktery lze logaritmovat, mizeme derivovat metodou tzv. logarit-
mické derivace. Podstatou této metody je derivace sloZené logaritmické funkce:

'—L~’x "(z) = f(z) - [In f()]
[hlf(fb’)]—f(x) o) = fi(x) = f(z)-[nf(z)

Kromé funkci ve tvaru soucinu a podilu mocnin funkeci derivujeme metodou logaritmické
derivace funkce ve tvaru y = [u(z)]*® (struéné y = u") takto:

v

sinx - cos? x

y = u
Iny = v-lnu
—y = [v-Inu/
y = [v-lnul -y
Piiklad Derivujte: 1. y=goine 2. y=2°
y = (tgo)™= 3. y=09a7" 4. y=20V"
1 a\?®
1 = ‘Int —[Z
PR s y- () apo
Y sin x Intez + cos
Z = ‘Intger + ——— — (i
y cos? x & cosdx -tgx 6. y=(sinx)
/ 3 . 1
y _ sm? lntg2;x+sm . z (224 1)
cos?x . =\
y o sin?z - Intga + 1
y sinz - cos? z y:(1+x)\/2—i—x2\?73+x3
sin®z - Intgzw + 1 1 4 /5
y — . (tgx) cos T (3 - :U) aj —'I_ 2

y:

) (x4 1)°
Ulohy Derivujte néasledujici funkce:

Vysledky
1. (cosz-lnz+522)sine 2 g¢" ¢ (Ingp+1) 3. —272732(1+Inz) 4. VI -zVi Tl (Inz+2) 5.

x
a\® a 2 a2 : : cosz—1 zt—4x2 -1 3/z (22+1) 64324822 +4x3422* 4 325
(2)* (In2-1) 6. (cos’z—sin’z Insinz)(sinx) T LtV e 8 Vore? Yy

9 (22 —322—"73)(3—x)3
2(z+1)% Vz+2
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Prubéh funkce

1. Urcete prubéh funkce f(z)

Postup

1. Defini¢ni obor funkce:

2. Sudost — lichost, perioda:

3. Nulové body:

4. Prvni derivace f'(z):

5. Stacionarni body:

6. Druha derivace f”(z):

7. Asymptoty:

D(f) = R={-1} = (=00, 1)U (=1, —0)
f(x) # f(—x) a f(—x) # —f(x) ... f-ce neni S ani L

z rovnice f(z) =0 = jediny nulovy bod: =z =0

PP T A U S L) B
f(x)-( 1)2>— ...... = i # —1

feSenim rovnice f'(x) =0 obdrzime stacionarni body:
xIr = —3, To = 0

niy— (F @3\ _ & _
f(x)—<w>— ...... = ——,c# -1

dosazenim stacionarnich boda do f”(z) uréime extrémy:
f'(—=3) === <0 ... lokilnf maximum
f70)=0 ............ inflexni bod

a) bez smérnice: v = —1...... f(—1) nedefinovana

b) se smérnici: y = kx + ¢
f(z) z’ 1

k=lm —= = lm ————= = ... ==
2heo g 2500 2 (x4 1)2 2

T—00 T—00

¢ = lim [f(z) — ka] = mlb(xly_f]:_l

x
asymptota se smérnici: y = 5~ 1

25
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8. Souhrnnéa tabulka:

x (=00,=3) | =3 |(=3,-1)| -1 |(=1,0) 0 (0, 00)
f'(x) + 0 - nedef. + 0 +
" (x) - — 3 — nedef. - 0 +
16
2
/@) a _= N nedef. S 0 Va
monotonnost 8
f(z) e max. . asympt. s inflexni =
pribéh Tr=— bod
J"\IEIII
2 -
1 -
T T T T T T T I:I
7 F ] -4 3 2 1 1]
-1
-2 i
-3 |
-4 i
-5 |
23
Graf funkce f(z) = ICESIE
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Vyuziti derivaci ve fyzice

Priklad 1 — vypocet okamzité rychlosti

Majak je vzdalen od biehu 5km a jeho reflektor se za kazdou minutu otoc¢i ve vodorovné
roviné o 360°. Vypoctéte rychlost svételné stopy pohybujici se po birehu v okamziku, kdy
svételny paprsek svira s pobtezim thel 60°. Pfedpokladame, ze bieh je pfimocary.

A S P
1 605/ ]
Reseni f=1min!=_— st

60 B
a = 60° r = 5km
r = 5km = 5000 m
ve =7 m-s"! ©

M

Bod M na obrazku predstavuje majék; predpokladejme, Ze svételna stopa se pohybuje na
brehu od bodu P k bodu A. Z pravotuhlého trojuhelnika MPA je draha s urazena svételnou
stopou:

s =r-tgy = r-tgwt = r-tg2nft (1)

Okamzitou rychlost v, svételné stopy uréime jako 1. derivaci drahy s podle ¢asu t:

. ds d w-r
vs=8§ = — = — (r-tgwt) =

dt dt 2)

cos? wt

kde w-r=2nf-r a v okamziku, kdy svételny paprsek svird s pobrezim thel 60°, je tihel
wt = ¢ = 90°— 60° = 30°. Po dosazeni uvedenych hodnot do (2) je

1
2m - — - 5000

60 -1 1
= - = 1 . = 1 k 'h .
Vs w052 30° 698,1 m-s 2513 km

ZAavér

Rychlost svételné stopy pohybujici se v daném okam?Ziku po biehu je 698,1 m-s~!.
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Piiklad 2 — vypocet okamzité rychlosti

Béhem otaceni s frekvenci 80 otacek za minutu se rozpadlo kolo setrvac¢niku. Jeho polomér je
90 cm a stied se nachézi 1 m nad zemi. Jakou rychlost bude mit Glomek oznaceny na obrazku
pismenem A pfi dopadu na zem?

Regeni f = 80min~! = & 5! A L B
r=90cm = 0,9m 45 _
p=45° h;=1m im |2 - D
vp =7 m-s!

Velikost okamzité rychlosti tlomku v bodé A urc¢ime jako obvodovou rychlost:

4 12
VA4 = w-r = 2xf-r = 2775 - 0,9 = 5 m-s~! =754 m-s !
Pohyb tlomku je vrhem &ikmym vzhiiru pod elevaénim thlem 45°. Rozlozime-li rychlost 4

na vodorovnou a svislou slozku (047, 71", pak jejich velikosti jsou stené:

12 V2 )

VA, =V, = Vg -sin45° = vy - cos45° = 37?7 =533 m-s .

Na trajektorii v bodé B (ve stejné vySce nad zemi jako bod A) jsou velikosti obou slozek
va,,va, stejné jako v A, ale svisla slozka rychlosti miff dolii. Abychom ziskali velikost svislé
slozky rychlosti (vp,) tlomku pii dopadu na zem, vycislime nejprve vyskovy rozdil hp:

hg = hy +17r-sin45° =1+0,9 - ? = 1,636 m. Dale ur¢ime ¢as dopadu tlomku vyfeSenim
kvadratické rovnice

1 1
hB:vAy-t+§gt2 = §gt2—|—v,4yt—h3:0

—va, /3, —20he  _533+7.78
A E— i 20258 ty<0

g N 9,81

t1p =

Pro svislou slozku rychlosti ilomku pfi dopadu na zem plati:

dhp d 1
= h _ 0 = ‘t - t2) - t
Up, B q aQ (UAy + 9 g va, +g

a po dosazeni ¢iselnych hodnot je vp, = 5,33 + 9,81- 0,25 = 7,78 m-s L.

Celkova vysledna rychlost tlomku v bodé D je pak vektorovy soucet 05 = U—Dy> +

jejt velikost tedy plati: vp = y/vp,? +va,? = /7,782 + 5,332 = 9,43 m-s .

Ux’ a pro

Zavér: Ulomek dopadne na zem rychlosti 9,43 m-s".
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Priklad 3 — vypocet okamzitého zrychleni

Vle¢na nékladni lod je ke b¥ehu pritahovéna silnymi lany, které se navijeji rychlosti 2 m-s™!.
Paluba lodi je 0 4 m niZe neZ pfistavni molo s navijaky. S jakym zrychlenim se pohybuje lod

v okamziku, kdy je jeji horizontalni vzdalenost od pristavisté 8 metri?

v, =2m-s!

S =v,t
h=4m h=4m
zZ0 — 8 m
a, =7 ms >
Zo = 8m

Horizontélni vzdalenost z je dana vztahem (viz obréazek):
z = /v2t? — h? (1)

Uréime okamzitou rychlost nakladni lodi (1. derivace z podle ¢asu):

dz d /7 202t vit
: dt atV 2,/v2 2 — h? fv2 12 — p2
Okamzité zrychleni lodi (2. derivace z podle ¢asu) je

21} t
d?z d vt \/v2t2 h? =t 2/v2 12—h2

é — —_— — —_—— — —
dt? dt [p2 2 — p2 v2t2 — h?

raltn ) v & 442 272 442 2 12
NCT v, tt — v h® =t —v: h

= — 2
v2t2 — h? (V22 — h2)\/v2 £2 — b2 [(v2 2 — h2)3 2)

Z+h & +47 64416

Ze vztahu (1) vyjaditme ? a vy¢islime: 1? = = e = 20
—4-16 1
a dosadime do (2):  a,, =% = ( E = —gm s72 = —0,125m-s
4-20—16
Zavér

V daném okamZziku se lod pohybuje se zrychlenim —0,125m-s™2 (pohyb je zpomaleny).

29



Vybrané partie z matematiky www.gymkrom.cz/ict

Ulohy z kinematiky

Vypocet okamzité rychlosti

1. Clovek vysoky 1,7m se vzdaluje rychlosti 6,34 km-h™! od zdroje svétla, ktery se nachézi
ve vySce 3m. Jakou rychlosti se pohybuje stin jeho hlavy?

2. Zebrik délky 10 m se hornim koncem dotyka svislé stény, dolnim koncem je opfen o pod-
lahu. Dolni konec Zebiiku je uveden do pohybu rychlosti 2 m-min~! smérem od stény.
Jakou rychlost ma horni konec zebtiku v okamziku, kdy jeho dolni konec je vzdéalen 6 m
od stény? Kam mii{ vektor rychlosti?

3. Kui bézi po okruhu rychlosti 20 km-h~!. Ve stiedu okruhu se nachézi svételny zdroj
a podél te¢ny k okruhu v bodé, z néhoz startuje kun, je postavena zed. Jakou rychlosti
se pohybuje stin koné po zdi v okamziku, kdy se kin nachazi v jedné osminé okruhu?

Vypocet okamzitého zrychleni

4. Hmotny bod se pohybuje piimocate podle vz-
tahu s = % 3 —t+5. Uréete zrychleni a na konci
2. sekundy (s v metrech, ¢ v sekundéch).

v =2 m/min

5. Hmotny bod se pohybuje piimocaie, pFicemz
s = %sin%t + s¢. Urcete zrychleni na konci
1. sekundy (s v centimetrech, ¢ v sekundach).

6. Tezka klada délky [=13m se spousti na zem
tak, ze jeji dolni konec je pfipevnén k vagonku
a horni konec opirajici se o zed je piipevnén
provazem navinutym na kolo rumpalu. Provaz
se odviji rychlosti 2m-min~!. Uréete zrych-
leni vagéonku v okamziku, kdy se nachazi ve
vzdalenosti s = 5m od bodu O (viz obrazek).

o s=5m
Vysledky
1. 14,63kmh™' 2. 15mmin~" 3. 40km-h™' 4. 16m-s~2? 5. —fcms? 6. —0,0015m-s2
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