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1. Aplikace diferencialniho poctu
Ukol 1: Napiste rovnici tedny prochazejici stredem soustavy soufadnic ke kfivce dané rovnici

9

YT T v s

Reseni: Smérnicova rovnice tecny ze zadani ulohy bude mit tvar y = k x, g = 0. Smérnici te¢ny
ziskame derivovanim funkce popisujici kfivku:

X + 9
#1: y =
X + 5
d X + 9
#2: —
dx x + 5
4
#3: 2
(x +5)
4
k= - —4—mm
#4: 2
(x +5)

coz je obecny tvar smérnice k te¢ny. Rovnice te¢ny bude mit tvar:

4

y = - ——mm*X
#5: 2
(x + 5)

Body dotyku te€ny s kfivkou (spolecné body) obdrzime feSenim rovnice:

X + 9 4.x
#6: X + 5 - 2
(x +5)
X + 9 4.x
SOLVE = - —, X, Real
#7 : X + 5 2
(x +5)

#8: X = =15 v x = -3

Dosazenim téchto vypoctenych hodnot x=-3 a x=-15 obdrZime pfislusné hodnoty smérnic:
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S |
#9: 2
(x +5)
4.x 1
#10: 2 25
(x + 5)

a vysledné rovnice teCen jsou #11 a # 12. K nakresleni grafu je tfeba definovat funkci asymptoty (f
(x) s parametrem predpisu funkce.

#11: y = =X

1
#12: y = -

25
#13: asymptoty(r) := [r, TANGENT(r, x, ), SOLVE(DENOMINATOR(FACTOR(r, x,

Trivial)) = 0, x)]

((x + 9

#14: asymptoty| — |
Ux+5)

[ x +9 1

#15: | ——, 1, x = -5
L x+5 1|

Ukol 2: Je dana parabola p (viz #16). Napiste rovnici jeji normaly, ktera je kolma na na pfimku
spojujici vrchol paraboly s poCatkem soufadnicové soustavy.

2
#16: y =x —-6:-x+ 6

2
#17: (y = x - 6-x +6) + 3

Reseni: Nalezneme vrchol paraboly Upravou jeji rovnice. Z #19 odec¢teme vrchol paraboly: V = [3,-
3]
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#19: y +3=((x-3)

0 0
#20:
3 -3

Rvnice te€ny a normaly v bodé dotyku [x0, y0] jsou:

tecna 1y —y, = f"(xy) (x—x,)
1
f(xy)

normdla 1y —y, =— (x—x,)

d 2
#21: — (x - 6-X + 6)

dx
#22: 2.x - 6
Po zderivovani funkce uréime soufadnice bodu dotyku [x0, y0]. Te€na paraboly musi mit stejnou
smérnici jako spojnice pocatku souf.soustavy a vrcholu paraboly, tedy -1. x-ovou soufadnici bodu
dotyku nalezneme vyfeSenim rovnice #23 a y-ovou soufadnici dosazenim #25 do #16.
#23: 2-x - 6 = -1

#24: SOLVE(2-x — 6 = -1, x, Real)

5
#25: X = —
2
11
#26: y = - ——
4
#27: k = -1
11 5
#28: y + —— = ke x = —
4 2
11 5 - 2-x
#29: y + =
4 2
11 5-2-x
#30: SOLVE|y + = , Y, Real
4 2
4.x + 1
#31: y = -
4
11 1 5
#32: y + = - X — —
4 k 2
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#33: y + =
4 2
11 2.x = 5
#34: SOLVE|y + = , Y, Real
4 2
4.x - 21
#35: y =
4

- —2 +
-3
% Anormala

_
2. Fyzikalni aplikace diferencialniho poctu

Literatura: Berman, G.N.: Sbornik zadac po kursu matematiceskogo analiza, Fizmatgiz, Moskva 1960

Ukol 1: Kuri b&zi po okruhu rychlosti 20 km/h. Ve stiedu okruhu se nachazi svételny majak a
podél te¢ny k okruhu v bodé, z néhoz startuje kin, je postavena zed. Jakou rychlosti se pohybuje

stin koné po zdi v okamziku, kdy se kin nachazi v jedné osminé okruhu? (viz literatura, tloha ¢.
1003, str. 78)

Reseni: Z pravouhlého trojuhelnika MSZ - viz obr. - plyne #36, z definice uhlové rychlosti  plyne #
37. Dosazenim #37 do #36 obdrzime #38, coz je vyjadfeni urazené drahy z stinu koné.

Okamzitou rychlost stinu koné zjistime derivovanim z podle ¢asu (#39), vysledkem derivovani je #
40.
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#36: z r-TAN(¢)

#37: ¢ = w-t

#38: z = r-TAN(w-t)
d
#39: — (r-TAN(w-1t))
dt
wer
#40: 2
COS(w-t)

kde or = v (obvodova rychlost koné) a wt = ¢ (Uhel). Po dosazeni hodnot ze zadani (v = 20 km/h,

¢ = 1/4) do definované funkce pro vypolet okamzité rychlosti (viz #41 a #42) obdrzime konecny
vysledek ( #43 : 40 km/h ).

#41: 2

[
rychlost(v, ¢) := I
L cos(e)

:
I
I
]

( T
#42: rychlost| 20, —|
\ 4 )

#43: [40]

Odpovéd : Okamzita rychlost stinu koné je 40 km/h.

Ukol 2: Té&zka klada dlouha 13 m se spousti na zem tak, Ze jeji doIni konec je pfipevnén k
vagonku a horni konec opirajici se o zed je pfipevnén provazem navinutym na kolo rumpalu.

Provaz se odviji rychlosti 2 m/min. S jakym zrychlenim se pohybuje vagének v okamziku, kdy se
nachazi ve vzdalenosti 5 m od bodu O? (viz literatura, tloha ¢. 1084, str. 83)

l v=2m/ min

Reseni: Oznacme h tu &ast drahy, kterou horni konec klady jiz urazil (h zavisi na Gase podle #44),
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zatimco 0 bude ta ¢ast drahy, kterou je$té ma urazit. Ze svislé polohy klady v po&ate¢nim
okamziku vidime #45 a podle Pythagorovy véty plati #46 (viz obrazek). Dosazenim #44 a #45 do #
46 obdrzime kvadratickou rovnici #47.

#44: h == vt

[

—
|

>

#45: o0 :

2 2 2
#46: s =1 -o0

2 2 2
#47: s = 2-1.t.v — t -v

Nyni nas zajima, v jakém &ase bude vagoének ve vzdalenosti s = 5 m od bodu O. Resime rovnici #
47 vzhledem k proménné t, kdyz jsme pomoci substituce postupné dosadilis=5m,/=13mav=

2 m/min = 1/30 m/s (#48 az #52). Nas koren je t = 30 s, zatimco ¢as t = 750 s odpovida
opétovnému navratu vagonku k bodu O.

2 2 2
#48: SOLVE(s = 2-1-t.v — t v , t, Real)

2 2 2
2:13:.t.v — t v , t, Real)

#49: SOLVE(5

2 1 2 1)2
#50: SOLVE| 5 2.13-te~—— - t «|——]| , t, Real

30 30

2 1 2 12
#51: NSOLVE|SOLVE|5 = 2-13-te—— - t «|——]| , t, Real|, t, Real

30 30

#52: NSOLVE(t = 750 v t = 30, t, Real)

Dale z rovnice #47 vyjadiime s (bude mit tvar #54) a dvakrat zderivujeme podle ¢asu (okamzité
zrychleni hmotného bodu je druhou derivaci drahy podle ¢asu). Zrychleni vagonku bude mit tvar #
60

2 2 2
#53: SOLVE(s = 2-1:-t.v — t v , s, Real)

#54: s = J(t-v-(2-1 = t-v)) vs = J(t.v.(2:1 = t-Vv))

#55: s = J(t.v.(2-1 = t-Vv))
d
#56: — J(t-v-(2:1 = t-Vv))
dt
- tv)-J(t-v-(2:1 = t-V))
#57 :
t-(2-1T = t-v)

d (- t-v)-J(t-v-(2:1 = t-V))
#58: —
dt t-(2:7T = t-v)
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2
1 J(teve(2:1 = t-Vv))
#59: -

2 2
t -(2:1 = t-v)

2
1 J(teve(2:1 = t-v))

2 2
t -(2:17 - t-v)

#60: a = -

Nyni uz jen pomoci substituce postupné dosazujeme hodnoty /=13 m, =30 s, v=2 m/min = 1/30
m/s (#61 az #63) a numericky vyfeSime vzhledem k proménné a. Vyslednou hodnotou zrychleni je
pak #65.

2
13 -J/(t-v-(2:13 - t-Vv))
#61: a = -
2 2
t -(2:13 - t-v)
2
13 .J/(30-v-(2-13 - 30-v))
#62: a = -
2 2
30 -(2-13 - 30-v)
2 ( 1 ( 1N
13 .J|30.——-|2.13 - 30.—— ||
L 30 \ 30 J))
#63: a = -
2 ( 1 )2
30 -|2.13 - 30.—— |
L 30 )
( 2 ( 1 ( 1)) )
13 .J|30.——-|2.13 - 30.—— ||
L 30 \ 30 J)
#64: NSOLVE|a = - , a, Real
2 ( 1 )2
30 -|2.13 - 30.—— |
\ L 30 J J

#65: a = -0.001502222222

Odpovéd : Vagonek se pohybuje se zrychlenim -0,0015 m/s2.

3. Rovnice kuzelosecek v polarnich soufadnicich

Spolecna rovnice kuzelosecek

Pracujeme-li v polarnich soufadnicich, mizeme s vyhodou definovat i ostatni kuzelosecky podobné jako
parabolu, tedy jako geometrické misto bodu, které maji konstantni pomér vzdalenosti od pevného bodu F
(ohniska) a od pevné pfimky (fidici), neprochazejici ohniskem. Zvolme ohnisko F za pdl O a polopfimku
kolmou k Fidici pfimce za polarni osu x. Necht d je vzdalenost polu F od Fidici pfimky, P = (p,¢) je libovolny
bod, jehoz vzdalenost od ohniska F je p, kdezto od fidici pfimky d + p cos¢ (viz obrazek 1). Konstantni
pomér vzdalenosti oznacme e. Plati tedy #66 a postupnymi Upravami #66 vyjadfime p (viz # 73).
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8 6 -4 —zk\F 2 4 6 8

-8
p
#066: e =
d + p-COS()
p
#67: [e = ]-(d + p-COS(9))
d + p-COS(d)
#68: e.p.-COS(¢p) + d-e = p
#69: (e-p-COS(¢) + d-e = p) — e-p-COS(d)
#70: d.e = p - e-p-COS(9)
#71: d-e = p-(1 - e-COS(9))
d-e = p-(1 - e-COS(9))
#72:
1 - e-COS(9)
d-e
#73: p =
1 - e-COS(9)

Dale polozime . =d*e a ziskame tak rovnici kuzelosecky v polarnich soufadnicich (# 74), ktera predstavuje
a) pro e < 1 elipsu (pro e = 0 kruznici)
b) pro e = 1 parabolu
c) pro e > 1 hyperbolu

p
#74: p =

1 - e-COS()

V rovnicich # 75, # 76, # 77a # 78 byl zvolen parametr p = 0,5. Pfislusné hodnoty e pak vytvofi z
kuzeloseCky postupné kruznici, elipsu, parabolu a hyperbolu (viz obrazek 2).

0.5

#75: p =
1 - 0-COS(¢)

0.5

#76: p =
1 - 0.75-C0S(4)
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0.5
#77: p =

1 - 1.COS(¢)

0.5
#78: p =

1 - 1.25-C0S(4)
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